Capitulo 4

Sistemas de ecuaciones
algebraicas.

1. Introduccién.

2. Métodos directos.

3. Métodos iterativos.
4. Aplicaciones.

5. Inversién de matrices.

6. Valores propios. Método de la potencia.

4.1. Introduccion.

El objetivo del presente tema es estudiar los aspectos numéricos relacio-
nados con la busqueda de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales de la
forma

a1 + a2 + ...+ a T, = b
211 + Q2221 + ... + G2 Ty = by (4.1)
Ap1T1 + Apo®i + ... + AppTy = by
Este sistema es til escribirlo en forma matricial
Ax =b, (4.2)
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donde

ari1 Aar2 ... Qip T bl
az1 A22 ... Q2p i) b2

A=| 7 X = b = (4.3)
p1 Gp2 ... Qup Tn by,

Como sabemos, si el determinante de la matriz A es no nulo, |A| # 0, es
posible encontrar la solucién del problema mediante la regla de Cramer:

a1,k—1 by a1,k4+1
az k—1 by a2 k+1

cee Qpi—1 b, ay,
oy — J—1 k1 . (4.4)

a1 k-1 A1k Q1 k41
Az k-1 A2k A2k+1

Upk—1 Onk Qnk+1

La solucion del sistema mediante la aplicacién de la regla de Cramer re-
quiere el calculo de n 4+ 1 determinantes: el de la matriz A y uno mas por
cada una de las n incognitas. Ahora bien, el cdlculo del determinante de una
matriz n X n requiere un total de n! — 1 sumas y n!(n — 1) multiplicaciones.
Por tanto, el nimero total de operaciones a realizar para obtener la solucién
mediante la regla de Cramer es de (n!—1)(n+1) sumas, n!(n—1)(n+1) mul-
tiplicaciones y n divisiones (entre los determinantes). El total de operaciones
es, aproximadamente, n!n?.

El ordenador més potente en la actualidad es el BlueGene/L de la Natio-
nal Nuclear Security Administration del Department of Energy (E.E.U.U.),
instalado en el Lawrence Livermore National Laboratory, que tiene 212992
procesadores con 478200 GFLOPS (596378 GFLOPS de pico). FLOPS (acré-
nimo de FLOating Point operations per Second) mide la capacidad de un or-
denador de realizar operaciones de coma flotante. Es cierto que un ordenador
no tarda el mismo tiempo en hacer una suma o una resta que en hacer una
multiplicaciéon o una divisién. Esta dltima requiere mas de cuatro veces mas
de tiempo para ejecutarse que una suma. Olvidando este detalle (que, por
supuesto, no es despreciable) y como lo que queremos es establecer un orden
de magnitud, hemos determinado el tiempo necesario para resolver mediante
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la regla de Cramer sistemas de ecuaciones con distintos valores de n. Los
resultados se muestran en la tabla para el BlueGene/L y para un ordenador
mas modesto que tenga 1 GFLOPS.

tiempo de calculo
n  numero de operaciones  BlueGene/L.  méquina de 1 GFLOPS

3 54 1.13-107 % s 5.40-107% s
10 3.63 - 108 7.53-107" s 0.36 s

15 2.94.10™ 0.62 s 3.41 dias

20 9.73-10% 23.59 dias 3.09 - 10* afios
50 7,60 - 1067 5.04 - 10* afios 2.41 - 105" afios
100 9,33 - 10! 6.19 - 10" afios 2.96 - 10" afos

A la vista de estos resultados parece evidente que la solucién de sistemas
de ecuaciones basada en la metodologia de Cramer es inviable. Ademas del
tiempo de célculo, el gran nimero de operaciones producird pérdidas de pre-
cision debido a los errores de redondeo. El objetivo de los métodos numéricos
de resolucion es, por tanto, reducir el nimero de operaciones necesarias para
resolver el sistema. Los métodos desarrollados se clasifican en dos grandes
grupos: los directos y los iterativos.

Los métodos directos resuelven el sistema mediante un ntmero finito de
operaciones elementales. El método de Cramer es pues un método directo.
Los métodos iterativos tratan de construir una sucesién de vectores x,, que
converja a x. En principio son algoritmos infinitos que se detienen al encon-
trarse un grado de error predeterminado.

No hay que olvidar que, aunque la reduccién del nimero de operaciones
implique la disminuciéon de los errores de redondeo, éstos siempre estaran
presentes y haran, por ejemplo, que incluso las soluciones obtenidas con los
métodos directos sean aproximadas.

4.2. Métodos directos.

Los métodos directos se basan en la conversién de la matriz A de los
coeficientes de las ecuaciones del sistema en una matriz diagonal (a;; =
0, ¢ # j), triangular superior (a;; = 0, ¢ > j) o inferior (a;; = 0, i < j).
La razon es que un sistema con una matriz de este tipo puede resolverse de
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forma muy sencilla. En efecto, si el sistema viene dado por

0 a2 2 0 . 0 i) b2
0 0 assz ... 0 €3 = b3 s (45)
0 0 0 - Ty, bn
la solucién es b
k
T, = —~ 4.6
£ (4.6)

Y si el sistema es

a1 AaAir2 4aAysz ... Qin xq by
0 Q29 G23 ... Q2p i) b2
0 0 aszsz ... azn xT3 = bg , (47)
0 0 0 ... aun Tn b,
se determina primero x,,,
bn
T, = : (4.8)
an,n

y a partir del valor obtenido obtenemos el resto de incégnitas

a
k.k i—kt1

parak=n—1n—2...,2 1.

4.2.1. Método de Gauss.

Vamos a estudiar, en primer lugar, el denominado método de Gauss. Para
ello veamos un ejemplo préctico.

Ejemplo:

Resolver, mediante el método de Gauss, el sistema
2 3 4 5 ol 5
6 15 19 23 T B 30
8 42 60 70 T3 - 98
12 60 1 17 Ty 144
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En primer lugar anulamos los coeficientes a; 1, ¢ = 2,3, 4. Para ello restamos de
las filas @« = 2,3,4 la primera fila multiplicada, respectivamente, por 3, 4 y 6.
Resulta entonces

2 3 4 5 7 5
06 7 8 o | | 15
0 30 44 50 vy | | 78
0 42 —23 —13 2 114

La fila 2 = 1 en este primer paso se denomina fila de pivote y el coeficiente a4 ;
es el elemento pivote. A continuacién hacemos cero los coeficientes a; o en las
filas ¢« = 3,4, para lo que restamos de estas filas la segunda fila multiplicada,
respectivamente, por 5 y 7. Ahora la fila pivote es la ¢ = 2 y ay 5 es el elemento
pivote. El sistema queda como

06 7 8 || 15
00 9 10 T3 N 3
0 0 =72 —69 T4 9

En el dltimo paso la fila @ = 3 es la fila pivote y el coeficiente a3 3 el elemento
pivote. Restando de la fila ¢ = 4 la tercera multiplicada por -8 nos queda

2 34 5 7 5
06 7 8 o B
00 9 10 s | T 3
000 11 24 33

Ahora la solucidn se obtiene facilmente:

z. = 33/11 = 3
Oy + 102y =3 = 23 = (3 —10-3)/9 = —3
62y + Ta3 +8x4 =15 = 29 = [Ib —T7-(=3) —5-3]/6 = 2
201 +3x9+ 423+ by =5 = x; = [5—-3-2—-4-(=3)—5-3]/2=-2
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Teorema. Sea el sistema de ecuaciones

11 Q12 ain X1 by
21 A22 as n X2 by
as1 aspz azn Z3 bs
Qp,1 Gp2 Apn Tn bn

Si todos los determinantes principales son no nulos

Ay = a1 #0,

A, = 11 A12 7& 0,
Q21 A22
Q11 A12 a1.n

A, = | B
Qp1 Qp2 Qp.n

entonces el sistema puede reducirse a un sistema triangular equivalente de la
forma

0 0 0 0 0
I R N

0 by ayy . ay || o by

0 0 az(f% a;(f% s | = béz) )

0 0 0 ) n B

0 _ (0) _
donde a; ; = a;j y b;" = b;.
Demostracion. Como Aj es no nulo, podemos tomar a1 como elemento pivote y

eliminar la incognita x; en todas las ecuaciones ¢ = 2,3, ..., n. Para ello basta que
utilicemos las relaciones

o) © _ % 0

a;; = a;; — )a
,1
0)

p 0 @ gbm%
,1

126



con lo que el sistema resulta

0) (0
R
i
0 a%%
1
0 as s
1)
0 ay, 5
Ahora, es claro que
a a
Ay = 1,1 61,2
a1 62,2

= Al =

al,n X1
(1)
asn T2
(1)
asn L3 =
1 x
an}z "
(0)  (0)
R
1
as 2

0 1 .
y como ag % # 0, entonces aé % # 0y lo podemos tomar como elemento pivote para
el segundo paso, en el que vamos a eliminar la incégnita zo en todas la ecuaciones
i =3,4,...,n. Ahora las relaciones a utilizar son

2)

@

s

con lo que el sistema queda ahora

0 0 0
0 ays ag;
0 0 af)
0o o0 a

i (1) 2
Qs 2

(0)

al,n X1
(1)

a2,n T2
(2)

asn L3 =
2 x

an}z "

Este procedimiento se puede iterar hasta llegar a la Gltima ecuacién con lo que nos
quedaria el sistema triangular del enunciado.

Nos queda por evaluar el nimero de operaciones realizadas al poner en
practica el método de Gauss. En la modificacién de cada coeficiente se utiliza
una suma, una multiplicacién y una division. En el primer paso modificamos
n—1 ecuaciones con n coeficientes (incluyendo el término independiente). En
el segundo paso se modifican (n — 1)(n — 2) coeficientes y (n — k+ 1)(n — k)
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en el paso k-ésimo. Asi hasta 3 - 2 coeficientes en el pason —2y 2-1 en el
paso n — 1. Por tanto el niimero total de operaciones que se realizan hasta
obtener el sistema triangular es

n—k+1)(n—Fk) =nn*-1). (4.10)

Una vez reducido el sistema, tenemos que encontrar los valores de las
incognitas. Para calcular z,, s6lo hacemos una division. Para x,,_; necesi-
tamos una divisiéon, un producto y una suma. El cdlculo de las siguientes
incognitas necesita una sola divisién para cada una de ellas, pero una suma
y un producto mas a medida que progresamos desde x,, hasta x;. El calculo
de esta ultima necesita, por tanto, n — 1 sumas, n — 1 multiplicaciones y una
division. El nimero total de operaciones en esta segunda fase del calculo es

N:2i(k—1)+i1:n2. (4.11)

Por tanto, el nimero total de operaciones a realizar al aplicar el método de
Gauss es de

N =nn*+n-1) =~ n? (4.12)

cuando n es grande. Este nimero de operaciones es significativamente mas
pequeno que el correspondiente a la aplicacién del método de Cramer. En
efecto, si n = 1000, una maquina de 1 GFLOPS tardaria aproximadamente
1 s en realizar el célculo.

Podemos resumir el método de Gauss diciendo que tras el paso k — 1 el
sistema resulta ser

0 0 0 0 0 0
B ()
1
S B e B | Bl I I ¢
2
0 0 ag; a3p1 A3k asn T3 bé)
0 0 0 0 ay” | A b
0 0 0 0 oY S0 )\ bie Y
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Los coeficientes del paso siguiente vienen dados por

k) _(k-1) )
a;; = Q; ) 1<k,

& _ k-1 %k k-1 .
a,; = G;; o~ ) Q. s J> k,

Rk 4.13

bgk) _ bgk—l)’ i<k, ( )

(k) (k—1) az(',kk_l) (k—1) .

A i

Método de la division unica.

Una mejora significativa del método de Gauss se obtiene si analizamos
las dos relaciones de modificacién de los coeficientes anteriores. Como vemos,
para un valor de j dado, se repite una operacién para todos los valores de %

(k=1) pk=1)

akm) Z k
= 6 D (4.14)
gk Qg 1
es decir, que los coeficientes de la ecuacién de pivote, a,(fj_l) y b,(f_l), se dividen
(k=1)

por el elemento pivote a; ;. y esa operacion la realizamos para todos y cada
uno de los valores ¢ > k.

La idea del método de la division tinica es realizar esta divisién sélo una
vez. Para ello, antes de realizar la serie de eliminaciones a partir de una
ecuacion de pivote, se divide dicha ecuacién por el elemento de pivote. Si
partimos del sistema inicial,

11 Air2 ... QA1n T bl
Q21 Q22 ... QA2n T b2
azi az2 ... Qagnp T3 — bg ,
Qp1 Ap2 ... QApn Tn bn

el primer paso nos lleva a

1t tin T Uy
0 0 0 0
ay)  as) as) 7 by
af) af) a) zy [ = | B |,
an(?)l an(?)2 an% Ln bg))
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donde

o bgo)
hy =% U= g
aq a1

A continuacién realizamos la eliminacién de la incégnita z; en las ecuacio-
nes con ¢ = 2,3,...,n, como antes, pero teniendo en cuenta que ahora las
relaciones de modificacion de los coeficientes son

@ _ () (0)

ajj = G — Gijtij,
5 = O — .
El sistema resultara entonces
1 tie ... tin T Uy
0 ayy . ayy || w by
0 agg ag) r3 | = bél)
0 % ..o ) \ o o

El procedimiento se repite pasando por todas las ecuaciones de pivote y
teniendo en cuenta que las relaciones de modificacién de los coeficientes son

(k) _ (k=1 (k—1)
A I T (4.15)
B = 0 iy,
donde (eo1) )
- ~1
A, by
tk,j = h—1) ’ Vr = W . (416)
Q1 Qg ke
Al final del proceso nuestro sistema sera
1 t172 t1,3 e tl,n T U1
0 1 t2,3 e tg,n ) (%)
0 0 1 ... t3n x3 | = | vs | . (4.17)
0 O o ... 1 Tn Un,

Ademas, ahora la resolucion del sistema también se facilita:

Tp = Un,

T = Up_1 — Z tri ;. (4.18)
kt1
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Es claro que este método requiere realizar el mismo ntmero de sumas
y multiplicaciones que el método de Gauss, pero se llevan a cabo menos
divisiones. Como acabamos de ver, en la soluciéon del sistema triangular no
se lleva a cabo ninguna division. En la obtencién del sistema final, el nimero
de divisiones varia desde n en el primer paso hasta una en el tltimo, lo que
significa un total de n(n+1)/2. Por tanto tendremos un total de operaciones

3 2 3

n(n+1) _ 4"+ 9n —7nz2i.(4‘19)

2 6 3
Hay que destacar que ademads del ahorro de 1/3 del nimero de operaciones,
estas son todas divisiones que, como ya dijimos, son las mas costosas desde
el punto de vista computacional.

+n(n—1)

2
N = g(ng—n)+

4.2.2. Método de Gauss-Jordan.

Vamos a resolver el mismo ejemplo del principio siguiendo otra estrategia.

Ejemplo:

Resolver, mediante el método de Gauss-Jordan, el sistema
6 15 19 23 T B 30
8 42 60 70 T3 - 98
12 60 1 17 Ty 144

En primer lugar anulamos los coeficientes a; 1, ¢ = 2, 3,4. Para ello restamos de
las filas ¢ = 2,3,4 la primera fila multiplicada, respectivamente, por 3, 4 y 6.
Este paso es igual que en el método de Gauss simple. Resulta entonces

06 7 8 || 15
0 30 44 50 T3 N 78
0 42 -23 -13 Ty 114

Ahora el elemento de pivote es ay 2 y hacemos cero los coeficientes a; 2 en las
filas © = 1,3,4. Para ello restamos de estas filas la segunda fila multiplicada,
respectivamente, por 1/2, 5y 7. El sistema queda como

2. 0 1/2 1 ) —5/2
06 7 8 o | | 15
00 9 10 zs | 3
00 —72 —69 4 9
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Ahora tomamos como elemento de pivote el a3 3 y eliminamos los coeficientes
a;3 en las filas ¢ = 1,2,4, para lo que restamos de estas filas la tercera fila
multiplicada, respectivamente, por 1/18, 7/9 y -8. El sistema queda como

2 0 0 4/9 ) ~8/3
06 0 2/9 x| | 38/3
009 10 o 3
000 11 4 33

Y finalmente, eliminamos los coeficientes a; 4 en las filas i = 1,2, 3, restando de
ellas la fila i = 4 multiplicada por 4/99, 2/99 y 10/11, respectivamente, con lo
que el sistema queda

2 00 O T —4
06 0 O To B 12
009 0 T3 o —27
0 0 0 11 Ty 33
Ahora la solucién se obtiene facilmente:

r1 = —2,

Ty = 2,

I3 = _37

rr = 37

resultado que coincide con el obtenido anteriormente.

El método de Gauss-Jordan queda pues establecido teniendo en cuenta
que tras el paso k — 1 el sistema resulta ser

a0 0 0 af ) =D

1 -1 -1 —
0 al) 0 dbn i | (0 -
0 0 ay ... 0 afy" el 3 pE-D
0 0 0 ...0af" ..ooal? T kD)
0 0 0 ...o0 Y alY n by
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Los coeficientes del paso siguiente vienen dados por

k k—1 .
az(}j) = az(,j g (k—1) =k
k k-1 a; i k—1 ) .
af = ay - CY al(c,j itk >k,
k.k
pk) k=) Pk (4.20)
) ) ) (b1) s
p®) — ple=D) a; i pD
i Y T % o ! #k.
Qg K

Digamos para terminar que el método de Gauss-Jordan también puede
mejorarse aplicando a la vez el método de la divisiéon unica, siguiendo la
misma estrategia que vimos para el método de Gauss.

4.2.3. Problemas con el método de Gauss.

Vamos a discutir algunas situaciones que pueden presentarse cuando se
aplica el método de Gauss y que pueden conducir a problemas. Veamos un
primer ejemplo.

Ejemplo:

Resolver, mediante los métodos de Gauss y de Gauss-Jordan, el sistema
11 1 T 3
2 2 -1 T =1 3
1 -1 1 x3 1

Eliminamos primero los elementos a; ;. Multiplicamos la fila ¢ = 1 por 2 y la
restamos de la ¢ = 2y, por otro lado, restamos la fila i = 1 de la fila # = 3. Nos
queda

1 1 1 T 3
0 0 =3 T = -3
0 -2 0 T3 -2

El siguiente paso lo tendriamos que realizar usando como elemento de pivote el
as 2. Sin embargo no es posible utilizarlo como tal porque es nulo. En este caso la
solucién al problema es sencilla. Basta que cambiemos el orden de las ecuaciones
1 =2 e i = 3. Entonces tenemos

1 1 1 T 3
0 -2 0 ) = —2
0 0 -3 T3 -3
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La matriz de los coeficientes es ya triangular por lo que el proceso ha terminado.
La solucién nos queda entonces

I3 = —3/(—3) = 1,
xe = =2/(=2) =1,
Ty = 3 — 29 — 23 = 1.

Si aplicamos el método de Gauss-Jordan, el primer paso seria, como sabemos, el
mismo. En el segundo paso nos encontrariamos con el mismo problema que antes
y que solucionariamos de igual manera, es decir, intercambiando las ecuaciones.
A partir de esa situacién, tendriamos que eliminar los coeficientes a; 2 y a1 3. En
el primer caso, sumamos la ecuacién i = 2 multiplicada por 1/2 a la ecuacién
1 =1, quedando

1 0 1 T 2
0 -2 0 i) = —2
0 0 =3 T3 -3

En el segundo caso hay que sumar la ecuacién i = 3 multiplicada por 1/3 a la
ecuacion ¢ = 1. Tendremos entonces

1 0 0 x 1
0 -2 0 T = | -2
0 0 -3 T3 -3

o= 1/1=1,

vy = —2/(=2) =1,
v3 = —3/(=3) =

Veamos ahora otra situacion problematica que ocurre cuando uno de los
elementos de pivote tiene un valor muy pequeno. Supongamos que queremos
resolver mediante el método de Gauss el sistema

() () =(2) (a.21)
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donde € # 0 es un nimero muy pequeno. La solucién exacta de este sistema
es facil de obtener

1
Ty = 1 %1,

— €

b, (4.22)
Ty = ~ 1.

1—c¢

Ahora bien, si resolvemos el sistema siguiendo el método de Gauss, anu-
larfamos el coeficiente ay; multiplicando la primera ecuacién por e ! y restan-
dola de la segunda. Quedaria entonces

( 01 —16‘1 ) ( i; ) B ( 2—16—1 ) ! (4.23)

con lo que tendriamos

B 2—¢! ~ 1
S P (4.24)
1 = (1—m)e! =0,

que es la solucion correcta para xs pero no para xj.

La razén de esta situacién estriba en que las cantidades 2 —e 'y 1 — ¢~
producen ntimeros maquina que coinciden entre si y con —e !, en el caso
de que € sea muy pequeno. En efecto, supongamos que disponemos de un
procesador que permite 7 decimales de precisién y sea € = 10~%. Entonces
e~! = 0.1000000 - 10°. Por otra parte, 2 = 0.2000000 - 10*. Para hacer la
operacién hay que igualar los exponentes y, entonces, 2 = 0.000000002 - 10°.
Calculando la diferencia 2 — e=! = —0.099999998 - 10° que dada la precisién
de la maquina resultarfa 2—e~! = —0.1000000-10° = —¢~!. Lo mismo ocurre
con 1 —e L

Cabria pensar que este problema surge por la pequenez del elemento de
pivote. Sin embargo no es asi. En efecto, si resolvemos el sistema

(1))

el algoritmo de Gauss produce
1 et T et
(biZe)(B)=(e5m) o
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cuya solucién es

2= e! ~ 1
S e (4.27)
7 = (1—mz)e! =0,
que no concuerda con la solucion exacta
1
r1 = 1_6 ] ~ 1,
5 _ E_l (4.28)
To = R ~ 1

En realidad, el problema esta asociado a la pequenez del elemento de
pivote en relacion a los restantes elementos de la fila de pivote. En efecto,
bastaria, como antes hicimos, intercambiar las dos filas para que el método
de Gauss dé los resultados correctos. En efecto, el sistema seria

(D(2)-(3).

y la eliminaciéon de Gauss ahora nos daria

(o 2) ()= (1 22) (430

cuya solucién es

1—2¢
ZTo = %17

1—e 1 (4.31)
xr = 2—1’2: %1,

que es la correcta.

Este tipo de problemas se resuelve de forma sencilla si elegimos como
elemento de pivote, en cada paso, aquél que presenta un mayor valor relativo
dentro de su fila. Veamos un ejemplo.

Ejemplo:

Resolver, mediante el método de Gauss, el sistema
2 3 -6 1 —-10
1 -6 8 T9 = 13
3 -2 1 T3 2
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En primer lugar determinamos el elemento de pivote. Definimos el maximo en
valor absoluto de cada fila,

S; = max |a; |, i=1,2,...,n.
j=1n ’

En nuestro caso tenemos S; = 6, So = 8 y S3 = 3. El primer elemento de
pivote es aquél que presenta el maximo valor del cociente a;;/S;, que resulta
ser el correspondiente a la fila ¢ = 3. Intercambiamos las filast =1ei =3y
procedemos normalmente. El sistema serd ahora

3 =2 1 T 2
1 -6 8 T = 13 ,
2 3 -6 x3 —10
y tras la eliminacién resulta
3 =2 1 T 2
0 —16/3 23/3 X = 37/3
0 13/3 —20/3 x3 —34/3
Ahora definimos
SZ:HIE;X |am-|, 2':2,3,...,71.
j=2n

En nuestro caso tenemos Sy = 23/3 y S5 = 20/3. El nuevo elemento de pivote
es aquél que presenta el maximo valor del cociente a;2/S;, que resulta ser el
correspondiente a la fila i = 2. No es por tanto necesario intercambiar las filas y
procedemos a la eliminacién del coeficiente a3, con lo que tendremos

3 -2 1 1 2
0 —16/3 23/3 To = 37/3
0 0 —7/16 T3 —21/16
La solucidén sera
—21/16
p— pr— 3
s —7/16 ’
vy — 37/3—-23/3-3 _ 9,
—16/3
_2+4+4-3 ]
ry = 3 = .
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4.2.4.

Factorizacion LU

Teorema. Sea el sistema de ecuaciones

11 A12 a1n € by
21 A22 as n X2 by
a31 432 a3 n €3 = b3
Qp1 Gp2 An.n L, bn
Si todos los determinantes principales son no nulos
Ay = aii 7£ 0,
a11 A12
Ag = ’ ’ §£ O,
Q21 A22
11 Q12 a1n
21 QA22 a2 n
A, = £ 0,
Qp1 Gp2 Qp.n

entonces la matriz de los coeficientes A se puede descomponer como

A=LU,
donde
1 0 0
0), (0
a%%/aéé (1) /(1) ’ !
L = | asi/ai; as3/as; 1 0
0, (0 Ny, 0 2 : 2 :
a/al) aly/as) o) /af) 1
Y 0 () (0 (0)
B R
0 Qg9 Qg3 Qs p
U = 0 0 a:(f% ag%
0O 0 0 al Y



Demostracion. La demostracién se deja como ejercicio.

Como podemos ver, la matriz U = A®Y es la matriz triangular supe-
rior que obtenemos después de concluir con el método de Gauss aplicado al
problema inicial. Por otra parte, la matriz L es una matriz trlangular inferior
y sus coeficientes son los multiplicadores l%_ (k 2 / a que aparecen
en la ecuacion 4.13. Veamos uno de los ejemplos anterlores

Ejemplo:
Encontrar la factorizacion LU de la matriz de coeficientes del sistema
2 3 4 5 1 5
6 15 19 23 T B 30
8 42 60 70 T3 - 98
12 60 1 17 Ty 144

Llevando a cabo el procedimiento de eliminacién de Gauss, en primer lugar anu-
lamos los coeficientes a; 1, i = 2,3,4. Para ello restamos de las filas i = 2,3,4

la primera fila multiplicada, respectivamente, por 121 =3, lé?f =4y lf{ = 6. La
matriz A resulta entonces

2 3 4 b}
0 6 7 8

1 —
A 0 30 44 50

0 42 -23 -13
A continuacién hacemos cero los coeficientes a; 5 en las filas ¢ = 3, 4, para lo que
restamos de estas filas la segunda fila multiplicada, respectivamente, por li(,,l% =5

142 = 7. La matriz de coeficientes es ahora

2 3 4 5
06 7 8
(2)
AT = 00 9 10
0 0 =72 —69
En el dltimo paso la fila @ = 3 es la fila pivote y el coeficiente a3 3 el elemento
pivote. Restando de la fila ¢ = 4 la tercera multiplicada por lf?z = —8 nos queda
2 3 4 5
06 7 8
3 —
A 0 09 10
0 0 0 11
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Recopilando los multiplicadores utilizados, tenemos

10 0 0
31 0 0
L= 4 5 1 0|~
6 7 -8 1
y podemos comprobar que
A =LA®.

Lo interesante de esta factorizacidon es que podemos obtener la solucién del
sistema en dos pasos. Asi podemos encontrar el vector z solucién de la ecuacion

Lz =D,

con b el vector de términos independientes del sistema de ecuaciones. En nuestro
caso tendriamos

10 0 0 2 5
31 0 0 » | | 30
45 1 0 | | 9’ |
6 7 -8 1 2 144

y el vector z tendria como componentes

z1 = b
321 + 20 =30 = 20 = 30—-3-5 =15
42y + 520+ 23 =98 = 23 = 98 —-4-5—-5-15=3
62y + Tzg — 823 + 24 = 144 — 24y = 144 — 6-5 — 7-15 4+ 8-3

= 33.
La solucién la obtendriamos como
Ux = z.
que, en nuestro caso es
2 3 4 5 1 5
0 6 7 8 T9 B 15
0 09 10 T3 N 3 ’
0 0 0 11 Ty 33

es decir, exactamente la misma ecuacién que resolvimos en el primer ejemplo.
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4.3. Meétodos iterativos.

Como ya dijimos al principio, los métodos iterativos tratan de obtener
la solucion del sistema de ecuaciones A x = b generando una sucesién de
vectores que converjan al vector x. Cuando se tiene un sistema lineal con
muchas ecuaciones, estos métodos tienen ventajas notables respecto de los
métodos directos tanto en lo que se refiere a la rapidez de obtencion de la
solucion como a los requerimientos de memoria. Si la precision no es muy
importante, basta normalmente con unas pocas iteraciones. En los denomi-
nados sistemas ralos (aquéllos en los que un gran nimero de coeficientes es
nulo), los métodos iterativos son muy eficientes. Ademads suelen ser estables

y capaces de eliminar los errores de redondeo a medida que el proceso se lleva
a cabo.

Ejemplo:
Resolver, mediante métodos iterativos, el sistema

(L)) =(2)

En primer lugar escribimos el sistema como sigue

x —993 +§
1_7 2 7a

8 4
I‘Q—gﬂ?l 9

El método de Jacobi establece el proceso iterativo en la siguiente forma

® _ 6 k- 3

ﬂjl - ?372 + ? 5
k 8 (k-1 4
o = o0 2

Es necesario, obviamente, proporcionar un valor inicial al vector solucion

(0)
o _ [ 41
T = .
< ) )

Usualmente se asigna la mejor suposiciéon disponible o bien se igualan ambos
valores a 0.
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El resultado después de 170 iteraciones es

r1 = 0.1999999999816942 ,
r9 = —0.2666666666422590 ,

que hemos de comparar con el resultado exacto del sistema que es

1
ry = g = 02,
4 ~
ry = —— = —0.26.
? 15

Una mejora del método de Jacobi la proporciona el método de Gauss-Seidel en
la que el procedimiento iterativo utiliza la solucién xgk) en lugar de xgk_l) en el
calculo de xgk). En este caso, después de sélo 79 iteraciones el resultado que se
obtiene tiene la misma precisién que antes

x; = 0.2000000001403704 ,
r9 = —0.2666666665418930,

a pesar de que el “gasto” computacional es el mismo. Lo que es importante es
que ambas estrategias convergen al mismo valor, la segunda mas répido. Por otro
lado, y a diferencia de lo que ocurre con los métodos directos, la precision en la
solucién depende del instante en que se detenga el proceso iterativo.

4.3.1. Conceptos basicos.

Vamos a estudiar los métodos iterativos en un marco general. Si el proble-
ma que queremos resolver es

Ax =b, (4.32)

podemos reescribirlo utilizando la denominada matriz de descomposicién, Q,
de manera que tendriamos

Ax +Qx — Qx = b,

con lo que
Qx = (Q — A)x + b. (4.33)
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Esta ecuacién sugiere, inmediatamente, una estrategia iterativa de solucion
Qx® = (Q - A)x* Y 4+ b, k>1. (4.34)

El proceso debe iniciarse con un vector arbitrario x(©) en el que podemos
incluir, por ejemplo, la informacion previa que tengamos respecto a la solu-
cién del sistema. Esto nos reduciria el nimero de iteraciones a realizar para
calcular la solucion. De cualquier forma, se dice que el método iterativo de la
ecuacion (4.34) converge, si lo hace para cualquier vector inicial x(® dadas
las matrices A y Q. El objetivo es escoger la matriz Q de manera que (i) el
calculo de las sucesivas aproximaciones de la solucién x*) sea facil y (i) esa
sucesion converja lo mas rapidamente posible a la solucién.
Es evidente que si la sucesion de vectores x; converge,

lim x®
k—o0

= X, (4.35)

entonces x es la solucién del sistema. Esto puede verse sin mas que calcular
el limite cuando k£ — oo de la ecuacién (4.34)

lim [Qx™] = lim [(Q — A)x*™) + b],

k—o0 k—o0

de donde
Q lim x¥] = (Q — A) lim [x""V] + b,

y teniendo en cuenta (4.35) resulta

Qx=(Q - A)x+b = Ax =b.

Teorema. Sean A y Q dos matrices no singulares. Si se verifica que
IT-Q'All <1

para cualquier norma matricial subordinada a una norma vectorial, entonces
la sucesion de vectores x¥) generados mediante la ecuacion

Qx® = (Q — A)x* Y + b
converge a la solucion del sistema

Ax =Db



para cualquier vector inicial x(©).

Demostracion. Que A no sea singular garantiza que el sistema tenga solucién
Unica. Por otro lado, como también Q es no singular, existe su matriz inversa
Q~!'. Multiplicando la ecuacién (4.34) por Q™! por la izquierda tenemos

x® = 1-Q'Aa)x*V +Q'b

Sea ahora x la solucién del sistema de ecuaciones. Como Ax = b, multiplicando
por la izquierda por Q™! y sumando x a ambos miembros, podemos ver que

x=I-Q'A)x+Q'b
y restando estas dos iltimas ecuaciones resulta
xF) —x =T -Q'A)xF 1V —x).

Eligiendo ahora una norma vectorial y una norma matricial subordinada a ella,
podemos escribir

I — x| = |- Q' A)x*V —x)| < |T-Q " Ax*V —x|.
Si aplicamos de manera recurrente esta ecuacién obtenemos
™ — x| < T - Q" AFx” — x|
Ahora bien, si
- Q'A< 1= lim I-Q"A|" =0

y entonces
Iim [x*) — x| =0
k—o0

para cualquier x(©).

Los distintos métodos iterativos vienen determinados por la eleccién que
se haga de la matriz de descomposicion Q. Veamos los més importantes.

4.3.2. Metodo de Richardson.

El método de Richardson tiene asociado una matriz de descomposicion
Q=1 (4.36)
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con lo que la ecuacién (4.34) se reduce a
x® = (1 - A)x* D 4+ b. (4.37)

La ecuacion genérica es, por tanto,

J,’Ek) = (1 — ai,i) xgk_l) - Qj 5 x§k_1) + bz (438)
j=1
JF#i
= ;Ij‘gk_l) — Z Q5 5 l’g—k_l) + bl (439)
j=1

De acuerdo con el teorema anterior, la iteraciéon de Richardson propor-
ciona una solucién del sistema (4.32) siempre que ||[I — A|| < 1 para alguna
norma matricial subordinada. En este sentido es posible demostrar que si la
matriz A cumple que

a; =1>Y layl, 1<i<n (4.40)
j=1
J#i
o bien que
aj; = 1> Z lai;l, 1<j<n (4.41)
i=1
i#]

entonces es posible aplicar el método de Richardson. Veamos a hora un ejem-
plo.

Ejemplo:

Resolver, mediante el método de Richardson, el sistema
1 1/2 1/3 7 11/18
/3 1 1/2 T9 = 11/18
1/2 1/3 1 T3 11/18

Partimos del vector de componentes {z; = 0, i = 1,2,3}. Conviene definir
r0 = p — Ax*D,

Los resultados son los que se muestran en la tabla
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k

€

X2

Zs3

1
10
100
200

611111111111111
.279498139036718
.333333329308442
.333333333333333

611111111111111
.279498139036718
.333333329308442
.333333333333333

611111111111111
.279498139036718
.333333329308442
.333333333333333

La solucién del sistema es {z; = 1/3, i = 1,2, 3}.

4.3.3.

Metodo de Jacobi.

En el método de Jacobi, la matriz de descomposiciéon es una matriz dia-
gonal cuyos elementos coinciden con los elementos de la diagonal de A

Entonces

Q-A -

—Anp,1

ai 0 c. 0
0 g2 ... 0
0 0 (n.n

0 —ai2

—ag1 0

—Aap2

Entonces la ecuacion genérica (4.34)

Qx® = (Q - A)x* Y 4+ b, k>1,

queda
k
ai1 a:§ ) 0
k
a2 2 xé ) —G21
k _
(n.n x:()) ) Qn,1

—Q1.2

—Q1n
—Q2.n

—Aap2 .. 0
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(4.42)
—Q1n
> (4.43)
0

xgk_l) by

xgk—l) bQ

+ .

) b,
(4.44)



La ecuacion genérica para este método es, por tanto,

w _ 1 - (k—1)
’ jzl
J#

Para que esta ecuacion proporcione la solucion del sistema independiente-
mente del vector inicial escogido, basta que se cumpla la hipétesis del teorema
visto antes. La matriz Q! viene dada por

1/&171 0 e 0
0 1/a e 0
Q= ) Ve (4.46)
0 0 oo Lan,
y por tanto tendremos
I- QA =4, — 2, (4.47)
Si consideramos la norma || - || tendrd que cumplirse
-1 — mé g
IT— Q Al = mix o < 1. (4.48)
j=1 17
J#i

Esta condicién la cumplen las denominadas matrices diagonalmente domi-
nantes que son aquéllas que verifican

jazal > > laigl, 1<i<n. (4.49)
j=1
i

Para este tipo de matrices, entonces, el método de Jacobi converge a la so-
lucién del problema independientemente del vector inicial que se considere.

4.3.4. Metodo de Gauss-Seidel.

En este método, la matriz de descomposicién es una matriz triangular
inferior cuyos elementos coinciden con los elementos de la matriz A dados
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por {ai,j7 l Z ]}

ai 0 0 Ce 0
as 1 a2 2 0 Ce 0
Q = : : R (4.50)
ap-1,1 dp—-12 GQap-1,3 --- 0
Qp,1 Qp,2 Qp,3 ceo Apn
Entonces Q — A resulta
0 —ai2 —a13 ... —Aa1n
0 0 —Q23 ... —Aa2n
Q-A=1]: S : (4.51)
0 0 0 cee —Ap_1p
0 0 0 S 0

y la ecuacién genérica obtenida a partir de (4.34) resulta

i—1 n

Z Q5 5 ZL’Ek) + (7% :L'Z(k) = — Z Q5 5 ZL’E—k_l) + bz , (452)

j=1 j=i+1

de donde

1 i—1 n

(k) _ (k) (k=1)

Z; = a bl — Zl a; j ZE'j — ‘Z—Fl Q; j [L’j . (453)

9 j= J=

Es posible demostrar que, como el método de Jacobi, el método de Gauss-
Seidel también converge independientemente del vector inicial para matrices
diagonalmente dominantes.

Ejemplo:

Resolver el sistema
2 -1 0 T 2
1 6 =2 To = —4
4 -3 8 T3 5

Partimos del vector de componentes {z; = 0, i = 1,2, 3} y resolvemos el sistema
usando tanto el método de Jacobi como el de Gauss-Seidel. Los resultados se
muestran en la tabla siguiente.

148



T xI9 I3
1.000000000000000 -.666666666666667 .625000000000000
1.000000000000000  -.833333333333333 -.187500000000000
.666666666666667  -.625000000000000 -.125000000000000
.583333333333333  -.826388888888889  .023437500000000
.687500000000000 -.819444444444445 .057291666666667
.586805555555556  -.756655092592593  .047851562500000
BO0277TTTTI7778 -.762152777777778 -.026041666666667
.621672453703704  -.754328221450617 .031290690104167
.618923611111111  -.773726851851852  .044053819444444
.622835889274691  -.760042418177726  .028566148546007
.613136574074074  -.755135995370370  .025390625000000
.619978790911137  -.760474415636521 .029832698680736
.619803722993827  -.758653428819445 .028636791087963
.619991883764978  -.759961141716542  .030018629973808
.619789154931842  -.759911180033115  .029505223403742
.620001485900491  -.760003114365247  .029998089162787

2 8|l oo oo, Bw w NNk

12 .619935107656304 -.759961158323353 .029929125750506
12 .619999811292350 -.759999756195200 .030000185780625
14 .619993595320392 -.759987566206190 .029985486071133
14 .620000020804904 -.760000018583325 .029999982628801
16 .619998114735156 -.759998414478657 .029995477602915
16 .619999997879105 -.759999998628131 .030000001574898
18 .619999403372556  -.759999619725803 .029999156149081
18 .620000000205322 -.760000000097212 .029999999860884
20 .619999909077134  -.759999884717335 .029999836739301
20 .619999999980865 -.759999999993494  .030000000012008
La solucién del sistema es {z; = 0.62, x5 = —0.76, z3 = 0.03} y como

vemos, la sucesiéon que proporciona el método de Gauss-Seidel converge mucho
mas rapidamente.

Ejemplo:

Resolver el sistema
4 3 2 1 1 20
3 4 2 1 T B 21
1 3 4 2 T3 - 27
1 2 3 4 T4 30
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La aplicacién de los algoritmos de Jacobi y Gauss-Seidel proporciona, en este
caso el siguiente resultado

k I T2 T3 T4

1 5.000000 5.250000 6.750000 7.500000

1 5.000000 1.500000 4.375000 2.218750
2 -4.187500 -3.750000 -2.187500 -1.437500
2 1.132813 1.658203 4.113770 3.302368
3 9.265625 9.843750 11.328125 12.062500
3 .873871 1.712120 3.596258 3.728279
4 -11.062500 -10.378906 -8.980469 -8.234375
4 985711 1.780518 3.304044 3.885280
5 19.333008 20.095703 21.416992 22.190430
5 1.041269 1.845706 3.162763 3.944757
6 -26.327881 -25.505859 -24.250244 -23.443848
6 1.048150 1.896317 3.093346 3.969794
7 42.115479 42.981995 44.183289 45.022583
7 1.038641 1.931898 3.056519 3.982001
8 -60.583786 -59.683899 -58.526657 -57.657333
8 1.027317 1.955752 3.035356 3.988778
9 93.440586 94.365501 95.487537 96.382889
9 1.018313 1.971393 3.022488 3.992859
10 -137.613617  -136.669930  -135.575717  -134.658550
10 1.011997 1.981544 3.014414 3.995419
12 -310.907134  -309.938811  -308.883346  -307.933936
12 1.005026 1.992334 3.005967 3.998101
14 -700.805235  -699.823053  -698.790796  -697.820965
14 1.002089 1.996817 3.002476 3.999212
16 -1578.069448 -1577.079471 -1576.060873 -1575.078576
16 1.000867 1.998679 3.001028 3.999673
18 -3551.910440 -3550.916078 -3549.905423 -3548.915695
18 1.000360 1.999452 3.000427 3.999864
20 -7993.050786 -7992.053957 -7991.047880 -7990.053793
20 1.000149 1.999772 3.000177 3.999944

Como vemos, mientras que el método de Gauss-Seidel da una solucién con-
vergente, el de Jacobi no lo hace. La razdn es que en la matriz A, los elementos
de la diagonal son, en valor absoluto, mayores que los restantes elementos de
su correspondiente fila, pero no que la suma de los valores absolutos de dichos
elementos.

150



Ejemplo:
Resolver el sistema

123 4 7 30
312 4 x| 27
431 2 w | T 21
4321 7, 20

La aplicacién de los algoritmos de Jacobi y Gauss-Seidel proporciona, en este
caso el siguiente resultado

1 X2 xs3 T4
.300000E+02  .270000E+02  .210000E+02  .200000E+02
.300000E+02  -.630000E+02  .900000E+02  -.910000E+02
-.167000E+-03  -.185000E+-03 -.220000E+03 -.223000E+03
.250000E+03  -.539000E+03  .820000E+-03  -.100300E+-04
.195200E+04  .186000E+04  .169000E+-04  .168300E-+04
.266000E+04  -.558100E+04 .813000E+04 -.101370E+05
-.154920E4-05 -.159410E+-05 -.167330E+05 -.167480E+05
.273500E+05 -.577350E+05 .841000E+4-05 -.104375E+4-06
.149103E+06  .146961E+06  .143308E+06  .143277E+06
.280700E+06  -.592773E+06 .864290E+06 -.107304E+-07
-.129692E+4-07 -.130701E+-07 -.132383E+07 -.132389E+-07
.288487E+07  -.609100E+07  .887962E+07 -.110257E+08
-.105963E+09 -.106182E+09 -.106539E+09 -.106539E+09
.304645E+09  -.643228E+09 .937708E+09 -.116431E+10
10 -.860259E+10 -.860728E+10 -.861488E+10 -.861489E+10
10 .321703E+11 -.679245E+11  .990213E+11 -.122951E+12
12 -.697228E+12 -.697328E+12 -.697490E+12 -.697490E+12
12 339717E+13 -.717278E+13  .104566E+14  -.129835E+14
14 -564844E+14 -564865E+14 -.564900E+14 -.564900E+-14
14 358739E+15 -.757442E+15 .110421E+16 -.137105E+16
16 -.457542E+16 -.457547E+16 -.457554E+16 -.457554E+16
16 .378826E+17 -.799854E+17 .116604E+18 -.144782E+18
18 -.370613E+18 -.370614E+18 -.370616E+18 -.370616E+18
18  .400039E+19 -.844642E+19 .123133E+20 -.152889E+20
20 -.300198E+20 -.300198E+20 -.300198E+20 -.300198E+20
20 .422438E+21 -.891937E+21 .130028E+22 -.161450E+22

QO WO OO O~ W WDNDNRFR RP
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Ahora, ninguno de los dos algoritmos da una solucién convergente. La razén es
que A es una matriz que no tiene ninguna dominancia de la diagonal.

4.4. Aplicaciones.

Vamos a plantear una aplicacion relacionada con el estudio de circuitos
de corriente continua mediante la aplicacion de las leyes de Kirchoft:

1. Ley de corrientes: la suma de las corrientes entrantes en un nodo debe
ser igual a la suma de las corrientes salientes del mismo.

2. Ley de tensiones: la suma de las caidas de tensién en una malla debe
ser igual a la suma de las subidas de tensién en la misma.

El ejercicio que queremos abordar es la determinacion de la resistencia
equivalente de un conjunto de resistencias iguales dispuestas en las aristas de
un cubo. Esta topologia no permite realizar los calculos usuales de simplifi-
cacion, ya que no responde a conjuntos de resistencias en serie o en paralelo.
Suponemos que todas las resistencias tienen 1 €2 y que la diferencia de po-
tencial aplicada es de 1 V.

El esquema es el que se muestra en la figura.

I
D

A AAAA'A% B
— =
L
I3
-




Las ecuaciones en los nudos son las siguientes

A: L +1L+ 15— L3=0

B: L+, —1Ig+L3=0

cC: —-IL+1,—-1I=0

D: —-I3—-1,—-1; =0

E: —Iy+1Iy+1L;=0

F: ILk—1y+1; =0

G: Ig—1Iiy—5L;1 =0

y en las mallas

AEFB: =L +1I;+1Ig+1y =0
BFGC: -+ 14— 1Is+ I11; =0
CGHD: —I,—Is+1I; — 1) =0
DHEA: I3 —1I5—1; — 115 =0
EHGF: —Iy+ 1Ly —I1 + 112 =0

ABA : Il = -1

La solucién es

i R 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
5 5 2 5 11 5 2 11 1 12

LA -1 = -= Z - - - - _Z - - _—_ _=
i (A 14 “ 7 14 4 14 14 7 7 14 14 7

y la resistencia equivalente

1 7
Requiv = a

s 12
4.5. Inversion de matrices.

Teorema. Si A es una matriz n X n tal que ||A|| < 1, entonces la matriz
I — A puede invertirse y se cumple que

I-A)"! = iAk.
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Demostracion. Si I — A no puede invertirse, es una matriz singular y, por tanto,
existe un vector x, con ||x|| =1, tal que (I — A)x = 0. Entonces

L= x| = [Ax] < [[A]l-[lx] = [lA]

lo que contradice la hipétesis. Ahora queda demostrar la convergencia

lim Y AF = (1-A)"!
k=0

m—o0

0, lo que es lo mismo,

’ kE _
lim (I-A) > AP =TI
k=0
Ahora bien
(I—A) ZAk _ Z(Ak—Ak-H) -1 Am—l—l’
k=0 k=0
y tendremos
I-(I-A)) AF =A™
k=0
Por tanto,
s . - ky _ s m—+1 3 m+1l _
Jin - (= &) 30 AR = lim A < A = 0.

La serie de potencias de A se denomina serie de Neumann. Este teorema
puede utilizarse para calcular la inversa de una matriz n x n, B. En efecto,
si A =1— B, podemos escribir que

B!l =(I-A)" =) AF
k=0

siempre que ||A|| < 1. Ahora bien, si llamamos



podemos obtener una regla de recurrencia

m—1

B! _I+ZA’“_I+AZA’“_I+AB

Veamos un ejemplo de aplicacion:

Ejemplo:
Calcular la inversa de la matriz
9 1 3
10 5 10
B-| Lt 4, _1
10 10
3 1 11
10 5 10
Para ello calculamos la matriz
1 1 3
110 5 110 X 1 9 3
A=1-B-= N 0 S = — -1 0 1
10 10 10 3 _9 _1
3 1 1
10 5 10

Como la matriz A es tal que ||[A]| = 0.6, podemos asegurar que la serie de
Neumann correspondiente converge a la inversa de la matriz B. Aplicando la
regla de recurrencia antes vista tendremos

1 0 0

0 0 0

0 0 1
I+AB01:(

11 2
= L -1 10
10 3 _9

B! = I+AB11:(

. 100 16 32
= — | —14 9% 6
100\ _98 _—24 80

W
Sl
I

H
Il

O OFR W OO+

o
o
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Tras 23 iteraciones el resultado es

1.0000000000  0.1428571429 0.2857142857
By = | —0.1250000000  0.9642857143 0.0535714286
—0.2500000000 —0.2142857143 0.8214285714

La solucién exacta es

] 56 8 16
B~ = = | -7 4 3
—14 —12 46

4.6. Valores propios. Método de la potencia.
La solucion del problema de valores propios requiere resolver la ecuacion
(A - AD)x =0,

donde A y x son, respectivamente, los valores y vectores propios de la matriz
A. Los primeros se obtienen a partir de la ecuacion

det (A — AI) = 0.

Numéricamente esta opcion no es adecuada ya que, en general, las raices de un
polinomio pueden ser funciones muy sensibles de sus coeficientes y cualquier

error (p. €j., de redondeo) puede dar lugar a un resultado completamente
erréneo.

Ejemplo:

Calcular los valores propios de la matriz
1 1
2 2 —
1 -1 1
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En este caso tendremos
1—A 1 1
2 2—-X -1 = (1-XN?2-)N)-2-1
1 -1 1-—X
-2-X) - (1— A)=2(1=2)
= 2=-N[1=XN?=1]=3[(1 =) +1]
= 2-N)[1-N*=4] = 2=\ —-21-23)
2-MNA=3)(A+1),

y los valores propios son, por tanto,
)\1:—17 )\2:2, )\3:3

Hay que notar que si diagonalizamos |la matriz inicial con el método de Gauss-
Jordan, la matriz final es

1 0 0
0 -2 0|,
0 0 -3

que, como vemos, contiene en la diagonal los valores propios cambiados de signo.

El método de la potencia permite obtener el valor propio dominante y el
vector propio correspondiente a dicho valor propio. Para poder aplicarlo, la
matriz debe cumplir las siguientes propiedades:

1. Sélo hay un valor propio con médulo méximo (ese valor propio tiene
multiplicidad 1)

2. Existe un conjunto linealmente independiente de n vectores propios
{u;,i=1,2,...,n} que verifican
Aui = )\z u;

Supongamos que z® € C” tal que

n

x0 = Z a;u; = Z w;, (a1 #0)

=1
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A partir de x(¥ construimos los vectores

de forma que

n n n

1=1 1=1 1=1

K
o

)

Ahora bien,

y podemos escribir

donde

lim e® = 0.
k—oo

Sea ®[z] un funcional lineal cualquiera sobre C", tal que ®[u;] = 0. En-

tonces
oxW] = A\ {o[w] + ¢[e™]} .

Si definimos
O[xkHD] A @[] + eletHV]}
Ox®] M A{P[wy] + @]}

T =

es claro que

Iim r, = A
k—o00

y, ademés, x¥) se va pareciendo cada vez més a 1, lo que nos proporciona,
también, el vector propio.

Ejemplo:

Calcular el valor propio dominante de la matriz
6 5 —5
2 6 —2
2 5 —1
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usando como vector inicial z(?) = (—1,1,1). El valor propio dominante es A = 6

y el vector propio correspondiente es (1,1,1).
El resultado de las sucesivas iteraciones es el siguiente

S bW N RO

8
10
12
14
16
18
20
22
24
26
28
30

-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000
-1.0000000000

1.0000000000
.3333333333
-.1111111111
-.4074074074
-.6049382716
-.8244170096
-.9219631154
-.9653169402
-.9845853067
-.9931490252
-.9969551223
-.9986467210
-.9993985427
-.9997326856
-.9998811936
-.9999471972
-.9999765321
-.9999895698

1.0000000000
.3333333333
-.1111111111
-.4074074074
-.6049382716
-.8244170096
-.9219631154
-.9653169402
-.9845853067
-.9931490252
-.9969551223
-.9986467210
-.9993985427
-.9997326856
-.9998811936
-.9999471972
-.9999765321
-.9999895698

2.0000000000
-2.0000000000
22.0000000000

8.9090909091

6.7150837989

6.2651475919

6.1097593655

6.0473386458

6.0207663287

6.0091765452

6.0040680948

6.0018060013

6.0008022648

6.0003564827

6.0001584211

6.0000704063

6.0000312911

Apéndice: Normas vectoriales y matriciales.

Una aplicacién

R" - R* U {0}

es una norma vectorial si cumple las siguientes propiedades:

L |v]=0<=v=0€cR"

2. [Avl = [AllIvl, YA € R, VveR"

3. lu + vl < uf| + [lv[|, Yu,veR"
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Para v € R” las siguientes aplicaciones son normas:

n

vl =

Ivlls =

[Vlloo =

Si M,, es el espacio vectorial de las matrices de dimensién n X n, una
aplicacion
- : M, —R"U{0}
es una norma matricial si cumple las siguientes propiedades:

LAl =0<= A=0e M,

2. [XA| = [A[|A]l, YA e R, VA € M,
3. A+ BJ < [[A]l + |B]|, YA, B e M,
L |AB| < A |B], YA, Be M,

Si || || es una norma en R", la aplicacién

-1 My — R U {0}

definida como
|A|l = sup [Av]

Ivif=1

es una norma matricial que se dice subordinada a la norma vectorial. Las
normas matriciales subordinadas cumplen las siguientes propiedades:

L JAv] < [A[llv], VA € M,, v € R"
2. SiI € M, es la matriz identidad, ||I|] = 1

Teorema. Si se considera la norma vectorial || - ||, entonces su norma
matricial subordinada viene dada por

1<i<n

n
Al = méx > faiy].
j=1
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Demostracién. De acuerdo con la definicién,

n
IAllo = sup AV = sup ¢ méx |Y a;i;v;
Vlloo =1 Ivlleo =1 | 15751 55
Intercambiando el supremo y el maximo tenemos
n n
Wl = 28 e 2 vl (= x> lail
o0 7j=1 7j=1
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