METODOS NUME’RICOS Y SIMULACION
PRACTICAS.
Curso 2021/2022. 12 Ay 1°C

SIMULACION DE SISTEMAS FISICOS

1. Obligatoria. Péndulo matemético:
Consideremos un péndulo simple de longitud L. La posicion del péndulo queda
determinada en cada instante ¢ por el angulo # que forma el hilo con la vertical,
siendo la ecuacion de movimiento
0"(t) + Lo(t) = 0.
L
Resuelve esta ecuacion transformandola a un sistema de ecuaciones de primer or-
den, y usando los métodos de Euler y Runge-Kutta de orden 2. Considera como
condiciones iniciales #(0) = 7/5 y '(0) = 0. Representa la solucién numérica junto
con la solucién analitica !, asi como el error, en el intervalo 0 < ¢t < 12 - T, siendo

el periodo del péndulo T' = 27T\/§ . Asimismo, representa la evolucion temporal de

las energias cinética, potencial y total del sistema, dadas por

1 1
Een(t) = §ML29’(t)2, Epoi(t) = 5M gLO(t)?,  Eipi(t) = Eein(t) + Epor(t) .
Usa el paso h = 1.5-1073-T', y los valores de los pardmetros L = 0.6 m, M = 0.180 kg

y g = 9.80665m/s%. 2

2. Péndulo fisico:
La ecuacion de movimiento de la practica anterior es una aproximacion valida para
oscilaciones con amplitudes angulares suficientemente pequenas. Si no se hace esta
aproximacién, la ecuacion de movimiento se escribe como

0" () + %sen O(t)) =0,

que no admite una solucién analitica sencilla. Resuelve esta ecuacién como en la
préactica anterior, pero usando los métodos de FEuler-Cromer y Runge-Kutta de or-
den 4. Representa la evolucion temporal de las energias cinética, potencial y total
del sistema. En este caso la energia potencial se expresa como

Eot(t) = MgL[1 — cos(0(t))] .

Compara con los resultados de la préactica anterior.

'La ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden de la practica 1 tiene como solucién analitica

Oana(t) = 0(0) - cos (ﬁ.t) :

2 Aceleracién de la gravedad, http://pdg.Ibl.gov/2019/reviews/rpp2018-rev-phys-constants.pdf



3. Calculo del nimero 7 con métodos Monte Carlo:
Si se considera un circulo de radio R insertado dentro de un cuadrado de lado 2R,
la relacién entre sus areas viene dada por

So nR?

2o Z
S, (2R? 4~

Teniendo en cuenta esta propiedad, calcula el nimero 7 generando N = 10° puntos
aleatorios en la regién

{(z,y) | —-1l<z<l, —-1<y<l1}.

Asimismo, estudia la dependencia del error con el nimero de puntos sorteados.
Utilicese el generador de niimeros pseudoaleatorios dado por

Tpy1 = 13662, + 150889  (mod 714025)
con semilla xy = 1. (El valor numérico de m es m = 3.141592653589793238...).

4. Evaluacion de integrales con métodos de Monte Carlo:

El método de Monte Carlo también se puede utilizar para calcular integrales sin
utilizar el método de aceptacion-rechazo del ejercicio 3. Es cierto que para integrales
en una dimension o en pocas dimensiones es muy poco 1til, pero no lo es para
integrales multidimiensionales o cuando el espacio de variables de integracién donde
mestrear (=calcular) la funcién tiene formas muy complicadas.

En este caso, vamos a usar este método de Monte Carlo para calcular la integral de
una funcion de una variable en un intervalo.

Se pide que se calcule la siguiente integral

/ sin®(z)dx |
0

mediante este método, que se detalla a continuacion, y que se compare el resultado
con el valor exacto de la integral, que es 4/3.

La idea del método es como sigue:

= Primero hay que generar nimeros aleatorios distribuidos uniformemente en el
intervalo [0, 7].

= Para cada uno de esos ntiimeros aleatorios generados en ese intervalo, hay que
calcular (=muestrear la funcién) el integrando en ese punto.

» Hay que ir sumando acumulativamente los valores que va tomando la funcién
a integrar en cada uno de los puntos generados aleatoriamente.

= Finalmente, el resultado de la integral usando este métodoes simplemente la
suma del punto anterior dividida entre el nimero total de puntos aleatorios
generados en el intervalo [0, 7|, y multiplicada por el intervalo de integracién,
que es 7



La idea de que este método funciona estd basada en que es como calcular el valor
medio del integrando y multiplicar este valor medio por el ancho (o volumen) de
integracion.

[ e = SIS gy,

donde cada uno de los N valores x; generados y utilizados para muestrear el inte-
grando pertenecen al intervalo x; € [z;, x|, y estan uniformemente distribuidos en
dicho intervalo.

Resumen de algoritmos para resolver ecuaciones de movimiento:

La segunda ley de Newton F'(t,z(t),v(t)) = m - 2" (t) se puede expresar como un sistema
de dos ecuaciones diferenciales de primer orden

d'(t) = (),
U/(t) = f(t,x(t),v(t)),

con condiciones iniciales z(ty) = xg, v(tg) = vo, donde f(t, xz(t),v(t)) := F(t,z(t),v(t))/m.
Si consideramos t,,11 = t, + h, x, = z(t,) y v, = v(t,), los algoritmos para resolver este
sistema son:

» Método de Euler:

Tpy1 = Tp+ hvn )
Up + hf(tn, Tn,vp) .

Un+1
s Método de Euler-Cromer:

Un+1 = Up + hf(tna Ly Un) s
Tpt1 = Tp+ hvn—i—l .

= Método de Runge-Kutta de orden 2:

Tny1 = o+ (K1 + K) /2,
Un+1 = Un+(L1+L2)/27

donde
K, = hv,, Ly =hf(tn, xn,vn),
KQ = h(Un+L1), nghf(tn+h,l’n+K1,Un+L1)
= Método de Runge-Kutta de orden 4:
Tpp1 = T+ (K + 2K, +2K5+ Ky) /6,
Upt1 = Un+ (L1 +2Lo+2L05+ Ly) /6,

3



donde

K, = hv,, Li=hf(ty,xn,vn),

Ky = h(v,+ L1/2), Lo =hf(t,+h/2,z,+ Ki/2,v, + L1/2),
K; = h(v,+ Ly/2), Ly =hf(t,+h/2,z, + Ks/2,v, + Ly/2),
Ky = h(v,+ L3), Ly=hf(t,+h,x, + K3,v, + L3) .



