Grado en Fisica

Capitulo 7: Simulacién
1. Sistemas dindmicos: ecuacién de Newton
2. Métodos de Monte Carlo

7 Simulacion

7.1 Sistemas dinamicos: ecuacion de Newton

Sea una particula de masa m en una dimension espacial, x € R, y una dimensién temporal t € R
sometida a una fuerza m f(t;z,2’) y con condiciones iniciales (c.i.) en el instante t = ¢, de
posicién y velocidad definidas, respectivamente, por

x(to) = wo, o' (to) = v .
Su trayectoria o evolucién temporal esta descrita por la funcién
r = z(t)
que satisface la ecuacién de Newton (ecuacion diferencial de 2° orden, EDO2), con c.i.:

o' = f(tyx,2),

ZL’(t()) = X9 s I/(to) = 19 .

Para resolver esta EDO2 la convertimos en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
como vimos en el tema anterior. Se realiza el cambio de variables dependientes

T =2x,v =2,
de forma que el sistema queda:
x v,
o= f(ta,v),
I(to) = 29 s U(to) =7 -

Si usamos el método de Euler, método de orden 1 en el paso h, para resolver esta ecuaciéon para
tiempos t, = to + nh uniformemente espaciados con paso h resulta

.T(to) =29 , ’U(to) = Vo s

fn = f(tn7xn7vn) 5

Tpni1 = X, + hu,,

Upy1 = Up + hfnu

the1 = t, + h,
n=0,1,2.--

donde z,, y v, son las estimaciones del método a z(t,) y v(t,). Como veremos en un ejemplo
posterior el método de Euler no conserva la energia en sistemas conservativos.



Hay otro método, denominado de Euler-Cromer, que aunque, como el de Euler es de primer
orden en h, tiene la propiedad que para sistemas periddicos conserva la energia en cada periodo.
Este método es una modificacién del de Euler. Se calcula en primer lugar la velocidad en el instante
siguiente, v, 11, de la misma forma que con el método de Euler. Y para calcular la posicién siguiente
Tne1 en lugar de usar la velocidad previa v, se usa la velocidad v, ya evaluada, es decir

I(to) =X , U(to) = Vo y

fn = f(tnyxnyvn) 5

Upn+1 = Up + hfn7

Tp+l = Tp + hvn—‘rl;

thrl = tn + ha
n=0,1,2--

También se extienden los métodos de orden superior a la resolucion de la ecuacién de Newton.
Escribimos explicitamente el método de Runge-Kutta2, de orden 2, aplicado al problema de New-
ton.

z(to) =x0 , v(to) =vo

([ fu = f(tns Tnyvn)
le = hvn ;
F, = hf.,
timp = tn+h,
xtmp = Tp + Flz )
Vtmp = vn + Fiu,
ftmp = f(ttmpa :L‘tmpyvtmp) )
F2z = hUtmp ,
Fy, = h fomp
Tpi1 = T + (Fio+ Fo)/2,
U1 = Up + (Fio+ Fo)/2,
[ tht1 = t, + h,
n=0,1,2---

Vamos a usar estos métodos en dos ejemplos. El objetivo del primer ejemplo, oscilador arménico
soluble exactamente, es comprobar cémo funcionan los métodos usados en un caso con resultado
conocido antes de aplicarlos a problemas no solubles analiticamente. El segundo ejemplo es un
péndulo fisico no soluble exactamente.

Ejemplo: Oscilador armoénico
Como ejemplo resolvemos el problema de una particula en un potencial de oscilador arménico

unidimensional con energias potencial y cinética dadas por:
1 1

Epot = 5 K *1'2 ) Eein = 5 m (x/)Q
Utilizando que la fuerza es menos el gradiente de la energia potencial resulta la ecuacién de Newton

ma" = —Kax ,



eligiendo, por simplicidad, la constante del resorte K = 1 y la masa m = 1, resulta que la ecuacion
de Newton con c.i. es

' =—x, x(te) =x0, 2'(tg) =1 .
con solucién exacta:

x(t) = wg cos(t — to) + vosin(t — to) .

Resolvemos numéricamente con el algoritmo de Euler ecuacion de Newton del oscilador armoénico
con valores iniciales tg = 0, xo = 1, 2, = vo = 0 y paso temporal h = 0.01 en fortran con doble
precision. Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 7.1 con el subindice E y en la grafica 1
siguientes. Puesto que es un problema que deriva de una energia potencial dependiente solamente
de la posicion, es un problema conservativo y debe conservar la energia. Estudiamos para cada
instante la energia calculada como suma de energia cinética mas energia potencial y vemos que la
resolucion con el método de Euler no conserva la energia, si no que va incrementandose. Esto nos
muestra que el método no es apropiado para el problema. Si hacemos el paso h menor entonces el
crecimiento es més lento pero también tiene lugar. Vemos también los resultados obtenidos con el
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Figure 1: Resultados de trayectoria, velocidad y energia en funcién del tiempo para el oscilador
armonico unidimensional del ejemplo usando diferentes métodos numéricos de resolucién: Euler,
Euler-Cromer y RK2, con paso h = 1072 y condiciones iniciales z(0) = 1, v(0) =0

algoritmo de Euler-Cromer en la tabla 7.1 y en las figuras (con subindice C' de Cromer). Notamos
que estos resultados son periddicos y que, aunque la energia fluctia dentro de un periodo, vuelve
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t TE TE — Lexac EE o TCo — Lexac EC TR TR — Lexac ER
0.0 1.000 0.0 0.500 1.000 0.0 0.500 1.000 0.0 0.500
0.5 0880 0.22E—2 0.503| 0875 —0.24FE—2 0.498| 0.878 —0.39E —5 0.500
1.0 0543 027E—2 0.505| 0.536 —0.42E —2 0498 | 0.540 —0.14F —4 0.500
1.5 0.071 058F -3 0.508| 0.066 —0.50F—2 0.500| 0.071 —0.25E —4 0.500
2.0 —-0420 —041E -2 0.510| —-0.421 —0.46E —2 0.502 | —0.416 —0.30E —4 0.500
2.5 —-0811 —0.10E—1 0.513 | —-0.804 —0.30E —2 0.502 | —0.801 —0.25E —4 0.500
3.0 —-1.006 —0.15E —1 0.515| —-0.991 —0.71E —3 0.501 | —0.990 —0.74E —5 0.500
3.5 —-0.953 —0.17E—1 0.518 | —-0.935 0.18£—2 0.498| —0.936  0.20E —4 0.500
4.0 | -0.667 —0.13£ -1 0.520 | —0.650 0.38E —2 0.498 | —0.654 0.50E —4 0.500
451 —-0.216 —0.49E —2 0.523 | —0.206 0.49FE —2 0.499 | —0.211 0.73E —4 0.500
5.0 0291 0.70E—2 0.526| 0.288 048E —2 0.501] 0.284 0.80E—4 0.500
5.5 0728 0.20E—1 0.528| 0.712 0.35E—2 0.503| 0.709 0.65E —4 0.500
6.0 0989 029FE—1 0.531| 0962 0.14EF—2 0.501] 0.960 0.29E —4 0.500
65| 1.009 032E—-1 0.534| 0976 —0.11E—-2 0499| 0977 —-0.23E -4 0.500
701 0781 027E—1 0.536| 0.7561 —0.33E —2 0.498| 0.7594 —0.76E —4 0.500
750 0360 0.13E—1 0.539| 0.342 —047E —2 0.498 | 0.347 —0.12E —3 0.500
8.0 —0.151 —0.57E —2 0.542 | —0.150 —0.50E —2 0.501 | —0.146 —0.13E' —3 0.500
85| —0.628 —0.26E —1 0.544 | —0.606 —0.40E —2 0.502 | —0.602 —0.11E —3 0.500
9.0 —-0953 —042E -1 0.547| -0913 —0.21E -2 0.502 | —0.911 —0.63E —4 0.500
95| —-1.046 —0.49E —1 0.550 | —0.997 0.38E —3 0.500 | —0.997  0.11E —4 0.500
10.0 | —0.882 —043E —1 0.553 | —-0.836 0.27E —2 0.498 | —0.839  0.90E —4 0.500

Table 1: Resultados de oscilador arménico con pardametros K = m = 1, z(0) = 1, 2/(0) = 0
estimados con el método de Euler: su trayectoria zp = xg(t), su diferencia con el valor exacto
TE — Tezae ¥ la energia Fp calculada para varios tiempos.
magnitudes estimadas con el método de Euler-Cromer y etiquetadas como x¢ , ¢ — Tezae ;, Fo-

Y las estimadas con el método de Runge-Kutta2, etiquetadas como g , Tr — Tezae , Er-

También se presentan las mismas

al valor inicial transcurido un periodo. También vemos en la figura del espacio de fases, plano
(x,v), que la resolucién aproximada con Euler-Cromer es periddica como el resultado exacto y la

resolucién con Euler no lo es.

El mismo problema se resuelve con el método RK2 antes descrito con el mismo paso h = 1072, Se
ve que la precisién del resultado obtenido es mucho mejor, como corresponde al mayor orden, 2,
de precision del método comparado con los previos.

Ejemplo: Péndulo fisico
Resolvemos el péndulo fisico con energias potencial y cinética dadas por:

Epot =2 K sin(z/2)? , Eup = 3

1

m (z')




Utilizando que la fuerza es menos el gradiente de la energia potencial resulta la ecuacion de Newton
ma" = — K sin(z) ,

eligiendo, por simplicidad, la constante del péndulo K = 1 y la masa m = 1, resulta que la
ecuacion de Newton con c.i. es

de la que no conocemos la soluciéon exacta. Resolvemos numéricamente como en el caso anterior,

con c.i. especicas:

" = —sin(x), x(tg) =xo=1, 2'(ty) =vy=0.

Vemos los resultados en las tabla 7.1 y figura 2.
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Figure 2: Resultados de trayectoria, velocidad y energia en funcion del tiempo para el péndulo
fisico del ejemplo usando diferentes métodos numeéricos de resolucion: Euler, Euler-Cromer y RK2,
con paso h = 1072 y condiciones iniciales z(0) = 1, v(0) = 0. Tambien se compara (en la figura
derecha inferior) la trayectoria del péndulo fisico con su aproximacién matematica sin(x) ~ z, que
es valida para oscilaciones de amplitud pequena, en este caso hay las diferencias son apreciables.



t TE TE — TR EE Wite! o — TR EC TR TR — TR ER
0.0 1.000 0.0 0.460| 1.000 0.0 0.460 | 1.000 0.0 0.460
0.5| 0.898 0.20E—-02 0.461| 0.894 —0.21E—-02 0.458| 0.896 0.0 0.460
1.0 0.603 0.30E—02 0.463| 0.596 —0.38FE —02 0.458 | 0.600 0.0 0.460
1.5 0.169 0.19E —02 0.465| 0.162 —047E —02 0.459 | 0.167 0.0 0.460
2.0 -0.308 —0.19E —-02 0.468 | —0.311 —0.45E — 02 0.461 | —0.306 0.0 0.460
25| -0.714 —-0.73E—-02 0470| —-0.710 —0.33E —02 0.462 | —0.707 0.0 0.460
3.0 -0.961 —0.13E —-01 0.472| —-0.950 —0.14E —02 0.461 | —0.949 0.0 0.460
3.5 | —-1.007 —0.17E —-01 0.474|—-0.990 0.63E —03 0.459 | —0.991 0.0 0.460
40| -0.844 —0.18£ —01 0.475| —-0.823 0.26E — 02 0.458 | —0.826 0.0 0.460
45| —-0.497 —0.16£ —01 0.477|—-0.477 041E —02 0.458 | —0.481 0.0 0.460
5.0 —0.032 —0.84E —02 0.480| —-0.019 0.47E —02 0.460 | —0.024 0.0 0.460
5.5 0442  0.35E—02 0482 0.443 042FE —02 0.462| 0.439 0.0 0.460
6.0/ 0815 0.17E—-01 0484| 0.801 0.28E—-02 0.462| 0.799 0.0 0.460
6.5| 1.011 028E—-01 0486| 0984 0.83E—03 0.460 | 0.983 0.0 0.460
70| 0998 0.36E —01 0488| 0.961 —0.12F—02 0.459| 0.962 0.0 0.460
75| 0777 0.38E—01 0490| 0.736 —0.31F—02 0458 | 0.739 0.0 0.460
8.0 0384 033E—-01 0492| 0347 —0.44E —02 0.458| 0.351 0.0 0.460
85 —0.102 0.18E—01 0494 | —-0.124 —047F —02 0.460 | —0.120 0.0 0.460
9.0 =0.565 —0.37E —02 0.496 | —0.566 —0.38E — 02 0.462 | —0.562 0.0 0.460
95| -0.901 —-0.26E£ —01 0.498| -0.877 —0.22E —02 0.461 | —0.875 0.0 0.460
10.0 | —1.045 —0.46E —01 0.500 | —0.999 —0.21F —03 0.460 | —0.999 0.0 0.460

Table 2: Resultados de péndulo fisico con con pardmetros g = m = L =1, z(0) = 1, 2/(0) =
0 estimados con el método de Euler: su trayectoria xp = xg(t), su diferencia con la mejor
aproximacién calculada xg, rg — xr v la energia Ep calculada para varios tiempos. También
se presentan las mismas magnitudes estimadas con el método de Euler-Cromer y etiquetadas
como ¢ , e — Tr , Eo. Y las estimadas con el método de Runge-Kutta2, etiquetadas como
TR, Tr — TR , ER.

7.2 Método Monte Carlo

Hay una variedad enorme de uso de métodos Monte Carlo (utilizando numeros aleatorios) para
resolver problemas.

En particular uno de los usos es calcular areas, volumenes e integrales. Veremos a continuacién
el calculo de integrales de funciones definidas positivas y acotadas con Monte Carlo en una de sus
formas maés elementales, la de acierto/fallo. Hay protocolos mucho més sofisticados aunque la idea
bésica es la misma.

El uso de nimeros aleatorios presupone la generacién de dichos niimeros con cierta distribuciéon
o densidad de probabilidad. Hay diferentes distribuciones de probabilidad: uniforme, gaussiana,
exponencial,... Aqui nos restringiremos a usar un distribucién de probabilidad uniforme U (a, b)



en un intervalo finito real [a, b] definida por la densidad de probabilidad:

0, r<a
plz) =< 1/(b—a), a<zx<b
0, b<u

Método de acierto/fallo para cdalculo de integrales Se trata del célculo de
integrales definidas en intervalo finito de funciones acotadas y positivas:

1= [larse)  o<s@ s,

donde M es una cota superior al valor de la funcién f(z) en el itervalo [a, b]. Sea

M M

Figure 3:

F(r.y) = {1’ fo =y
= O(f(x) —y) .

La funcién © es conocida como funcién de Heavyside o funcién escalén, ya que O(x) es nula si
x <0y vale 1siz>0!Usando F(z,y), la integral I se puede convertir en una integral doble:

I—/abda: /OM dy F(x,y)
(Dem.) = /ab dx /Of(:v) dy = /ab dx f(x)

La integral I es el drea entre el eje = la curva f(x) como representamos en la fig. 3, pero también
es la superficie en la que F(x,y) vale 1. Para calcular dicha superficie, se generan N parejas de
nimeros reales al azar (z;, y;), i = 1,2--- N en el rectdngulo R = [a, b] x [0, M] con la coordenada
x distribuida con probabilidad uniforme en el intervalo [a, b], es decir, € Ula, b], y la coordenada
y dsitribuida con probabilidad uniforme en el intervalo [0, M], es decir y € U[0, M]. Para cada
punto (z;, y;) generado aleatoriamente de esta manera se evalia F(x;, y;) si vale 1 es que ha
caido dentor del area a determinar, si vale 0 esta fuera. Sea N;,; = Zf\il F(z;,y;) el nimero de

'Para el valor de ©(z = 0) hay varios convenios: 1/2 0 0 o 1, irrelevantes en general para integracién
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"aciertos’, es decir, los puntos que han caido dentro del area que queremos evaluar de entre todos
los N puntos sorteados uniformemente en el rectangulo R, entonces el cociente del area I que
queremos evaluar y el drea (b —a) M del rectangulo R coincide con el cociente de puntos que han
caido dentro N;,; y el total de puntos ’tirados’ al azar, es decir,

I NNint
MB-—a) N’

y la estimacion de la integral viene dada por:

N

[:M(b—a)%ZF(:pi,yi) .

=1

Se puede estimar no solo el valor de la integral sino también el error que se comete:

I=M(b—a) (N]i;” + %"t>

Estos resultados tienen fundamento en el teorema del limite central que se establece para un
numero de 'tiradas’ N tendiendo a infinito.

Observar que el error relativo de la estimacién de la integral va como 1/4/ Ny, v que el valor
del resultado serd mas preciso cuanto mayor sea el nimero de aciertos, que depende del niimero
de tiradas N y de que se haya acotado muy bien el area de interés por otro area conocida.

Ejemplo:

1 1 1
I:/ \/1—x2dx5/ dx/ dy©(1 —2* —y*) = 7/4
0 0 0

Usando la rutina RAN D() del gfortran obtengo la siguiente tabla de estimaciones de 7

Figure 4:



N Nint | 4 Nipy /N ~ 1
1000000 | 785524 3.14209604
2000000 | 1570353 3.14070606
3000000 | 2355597 3.14079595
4000000 | 3141476 3.14147592
5000000 | 3927028 3.14162230
6000000 | 4712137 3.14142466
7000000 | 5497439 3.14139366
8000000 | 6283437 3.14171839
9000000 | 7069026 3.14178944

10000000 | 7854699 3.14187956

Table 3: Estimacién de 7 con el método de acierto/fallo integrando



